JAN MILD R. SVENSKA VRT-ARAD. HANDLINGAR. Band. 9. No 1. 


Meddelanden frän Stockholms Högskola. N:o 12. 


EINE METHODE 


SINGEN, DEREN GRADE, NIEDRIGER ALS FÜNF IT, 
'= | AUFZULÖSEN. 


voN 


GEORG BORENIUS. 


w 


or 
Sn ar 


STOCKHOLM, 1884. 
KONGL. BOKTRYCKERIET. 


P. A. NORSTEDT & SÖNER. 


en: 


I 


In einem Aufsatze!) »Eine allgemeine Form der Wurzeln einer 
beliebigen algebraischen Gleichung» habe ich den Wurzeln (z;) 


jeder gegebenen Gleichung n* Grades die Form gegeben: 
g=en—l 


Bel a 2, a] 


g=0 
wo « eine der primitiven n“ Wurzeln der Einheit ist, und 
Y% el, 1u2..,n—1 
durch 


 mzen—l n=n—1lr3=n—l rp-=n-—1 


> pa = a >yp er Unze ee rer a 
2,18 7, _T3 WdE mens Tr] -Tp—1 In 72 In (r2 r1) Yrp-ı T2 


a: LER ea < 
Z Tyuuadı el A ee) RT 


ee a NT SER Tr ET en Yopt yerr ı Ber va? > SaRr Et Er wor er Ger] 


er, 1 YUn—rp-ı YUn—(rp-ı—r}) YUn—(rp—rz) +, 0 
rp— 


AS 


bestimmt sind, wo man statt 


? 
Vs =z7 74 


sZt 
; Tan 22%... Kundls= (0,13. &%!. n—1 


') Bihang till K. Svenska Vet.-Akad. Handlingar Band 8 N:o 20. Med- 
delande frän Stockholms Högskola N:o 9. 
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für negative Werthe dieser Grösse 


n — (rs — r,) 
einzuführen hat, 
und 


r=Pp 


17 -) non —- P-DR—- PM)... RP) 


In demzelben Aufsatze habe ich zugleich gezeigt, dass 
immer wenn die Gleichung n‘* Grades algebraisch auflösbar 
180, De ya ÜBEN n— 1) algebraisch bestimmt wer- 
den können. In dem Folgenden habe ich mir die Aufgabe 
vorgelegt die y, für den Fall, dass n die Zahl vier nicht über- 
steigt, darzustellen. ; 

Zunächst erhält man, wie wir wissen, fürn=1undn=2 
unmittelbar %,. 


a! a—=|1 
Fe 
und 
De a=—]1 
v=fı vw =A4Ah—f} 
Yı = Yo »n=—y 


Ebenso erhält man für n=53 folgende bekannte Ent- 
wickelung: 


Yı = 
v, = 6, —2f, | en ( 
23 + 


und 


vu =% 
We = — Zylo eeeee nn e (II) 
y, = 2yı +y2) 
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oder 


folglich 


1 RE 
vis gl + Vyi +27) 


PN en a (IV) 
= zw —Vwi + 2!) 
Y=Vvı ) 
= Vs W; +7 AUAREIZ ı 
SE IE (V) 


4 Veh 95T 2y.| 


5 y/1 en /1 114 
m —=Vı + ei\/ am 3 vv; ch ie ea AV +2, 
e==(), 1,4 


wo « irgend eine der primitiven 5%“ Wurzeln der Einheit 
bezeichnet. 

Da w, und y, in y, und y, symmetrisch sind, so ist es 
gleichgültig, welchen Werth man y? —y} von (III) und also 
auch y? von (IV) gibt. Ist aber y? einmal festgestellt, so ist 
y, eindeutig bestimmt. Ebenso folgt aus obiger Entwickelung, 
dass es gleichgültig ist, welche von den drei Wurzeln man 
aus (V) für y, wählt. 

Um y, in dem Falle, dass n—=4 ist, zu bestimmen, schla- 
sen wir folgenden Weg ein, der sich an eine Methode knüpft, 
welche KRONECKER entworfen hat, um Gleichungen vierten 
Grades zu lösen, und welche ich, nach einer mir von Prof. 
MiTTAG-LEFFLER gütigst theilgegebenen Andeutung, in einem 
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Aufsatze in den Acta Societatis Seient. Fennice*) ausführlich 


entwickelt habe. 
Wir haben nämlich in diesem Falle: 


a ft ar — fo + > 0 (1) 
ern, 


und 
v, =, 
v=8f, — af, 
u; = |3 (4; — Hafı Fa) | 
v3, — Efafı + ie 
wie auch 


Yv,=% 

w = — (93 + 2193) 

Y3 = 3yo(yı + 93) 

vw, = By —- 29199)? — Yi + Yy3)°) 


oder, wenn wir 


v=—-9 W=Bp W=|3Q, 


setzen: 
9 = — Hr | 
op, =4f, — Sfafı + 2f}: 0 20 (2) 
9 Pfr + Eh 3r1| 
und: 
P2=y, + 2193 
p=ylyı +95) EEE (3) 


9 = (u — 2143)’ — (Yı +93)” 
Eliminirt man y,y, , so erhält man 


pp =ylyi + Y5) 
9 = (24; — P2)’— (yi+y3) 


') Tom XII Pag. 653—671. »En metod för upplösningen af likheter af 
fjerde graden.» 
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und eliminirt man in diesen beiden letztern Gleichungen 2? 
so erhält man endlich 


Dr) 


Wr (p—Nlyı tt t+tpply t+y)—4p=0N)...(4) 


Mittelst dieser Resolvente kann nun Dbenstehehle Gleichung 
vierten Grades (1) aufgelöst werden. 

Da es jedoch eh meine Absicht war die obige Gleichung 
vierten Grades in der einfachsten Weise aufzulösen, sondern 
vielmehr die oben eingeführten Grössen Y, , Y,, Y, darzustellen, 
so gehe ich nicht darauf ein wie man auf dem kürzesten Wege 
vermittelst dieser Resolvente die Wurzeln der Gleichung des 
vierten Grades erhalten kann. 

Wir gehen also zur Bestimmung von Yı, Ya, Ya Über, und 
schlagen Dahl folgenden Weg ein. 


Es seı 


1) Da diese Resolvente, so viel mir bekannt ist, nicht früher dargestellt 
worden ist, so habe ich, um dieselbe mit bisher bekannten Resol- 
venten zusammenstellen zu können, ihre Coefücienten in Gleichungs- 
coeflicienten für die Gleichung des vierten Grades entwickelt und 
dabei erhalten: 


a A N Gr a LA FRE RR) 
— 2.8 f0f,+3.408f>f, + TER 5. MPFF FELL 22 
ee en wre er RR? 
+6. ER 6. PFL SHE EP EFT HP FE, HER 
Be fer 2 2. FEFIF, +6. MP22f2 2.0, f,f? 
+ 488). 


Eine bedeutend einfachere Resolvente für Gleichungen vierten 
Grades habe ich dargestellt in 


32yay2 7 32p ,yiy2 + 1092 — 2,9, 9, PP, + PT 9,0 

oder in Coefücienten der Gleichung vierten Grades ausgedrückt: 

+, ERW FREIT INN, 
2 Rt. 

HH SEL, ALL FULS -IPELASSISFUR NT, 

+ 8f7) = 
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Folglich 


=(yi +43)? (y' Nee)? 
= ty) + yD?— Wyıyz) 


HI Re 


Weil (y? + y2)” die Wurzel einer Gleichung dritten Grades 
ist, deren Üoeflicienten in 5, 3, Y, rational sind, so kann 
2? als eine ganze rationale Function von (y} +93)? dargestellt 
werden, wo die Coeflicienten in 5, 3, Y, rational sind und, 
welche in Beziehung auf (y} +y3)” vom zweiten Grade ist. 
Indem man die oben angedeuteten Rechnenoperationen ausführt, 


erhält man: 
ROSE EN 22 \{972 2\2 2 
2 = yo) — (Pa +3p,)yı + 43° + Pop3 


Ebenso ist aus demselben Grunde z? eine gebrochene 
rationale Function von (y? + y3)? deren Coeflicienten in 5, 3» 
f, rational und deren Zähler und Nenner in (y? +y;)” linear 
sind. Diese Üoeflicienten können wir auf folgende Weise 


bestimmen: 


„ my Hy) yo Ve (6) 
ey + ya) + a 
Folglich: 


alyı tt 45)” + OT 


yi +2)? — age + +93) + R 
ai ty) + W 93) Spt ya +) + 92} 


Identificirt man die Üoefhicienten in dieser Gleichung mit 
den entsprechenden Coeflicienten in der oben angeführten 
Resolvente (4), so erhält man: 


Taymh 


1 24 5) 2 
7089; + @4)03 ae — (9, — Pa) 


I du 
PaP303 — ZOPz + ya) — a1 = Ipopsk 


om um menumn m ————— 


PP, — am = — Ayzk 
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oder: 
2 less f 
a [eier + 3P: + 223 ]R| 
2 4 ) 
0, = dp, gTafı * gijk 


16 
? Sao) Pak 


\ 
Ge | 
) 


wo k ein Factor ist, den.man beliebig wählen kann. Für: 


9 
gr 
erhält man also: 
1=— ya rpi rt 692$3)) 
a psl&papı + 9P3) | (7) 
Ü&3 === 3 | FE ( 
o=49, | 
Wir führen ferner 
E25) =; u. : a (5) 
ein. 
Also ist 
3er Wi 
RR SR g} j 
== i + Y,)" —< a 7 5 
(Y Y3) 2 0053 ( + 


Da (y? +93)? die Wurzel einer Gleichung dritten Grades 
ist, deren Üoefficienten in gs, %s3, Y. rational sind, kann 
ebenso z, sowohl in eine ganze rationale Function von (y? + y3)? 
vom zweiten Grade in Hinsicht auf (y? + y})?, mit ÜOoeflicien- 
ten, die in @,, 3, Q, rational sind, als auch in eine gebrochene 
in Hinsicht auf Zähler und Nenner lineare Function von 
(y? + y3)?, deren Coeflicienten in g,, 3, @, rational sind, über- 
geführt werden. Diese Üoeflicienten können ebenso wie im 
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vorhergehenden Falle dargestellt werden, und wir erhalten auf 


diese Weise: 


1 2 2 2a\2 1 2 
3° 592 Papa Tpalyı ty) —glQe Tg) 
3 


„auf ty) te, | (9) 
er 
fs , ' | 
5 ,% —k 
Th & 
7 23 
u — Te — ik 
39:92 Pofa P;)a& 3 + Treue — (p} Pa) 
[ 


1 1 i 
— 5 (9 — Pr) — Sp P2 = Papa  Tpz)aı — a = Apopzk 


1 , 
(9 Me — a, —Apih 


eu: 


oder 


' G ; 2 2 1% 
u En „ap: — 8paPa — 19gHK) 
a, = rt? — 593)k' 


ee 56 Par 


| 
u Par 
%s 
P: 


wo K ein Factor ist, den man beliebig wählen kann. 
Für 


vr 
9; 
erhält man unmittelbar 
ae, =4p, — 8papa — So 
as=Pp,(1pı —'3P;) | (10) 
3 —=8P, | | 
ed, = — 56? ) 
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Aus (6) erhält man ferner 


2\9 104 Fr 0 
vn) =— E DENE. (11) 
371 1 
und aus (9) 
O4l — 0 
7 % y: 2 — er na AN Fr Er ee, Ss 154 
(vır y3) UI gs (12) 


Die beiden letzten Gleichungen geben: 


ld'je’ 2], 2 |&ı@s 


se KOT ERS ER. (13) 
02 23% al» Ba 
aa, |” 

und: 
7 ! ! | 
| ey KALSGE 
f Rs ja gr Al Ar (14) 

2 NER UNSER 

& |23%% |, „lei, 
Ida,” 04) 


Also sind 2? und z, eindeutig durch einander gegeben. 

Führt man in der Gleichung (4) entsprechende Werthe 
aus (12) und (13) ein, so erhält man zwei andere Gleichungen 
vom dritten Grade, die eine in Hinsicht auf 2? und die andere 
in Hinsicht auf z,, in welchen alle Coefhcienten in 3, 3; fa 
rational sind: | 


ee re leVl.r. AT, (15) 
Gel el as. (16) 


Für die Coefficienten erhalten wir unmittelbar die fol- 
genden Werthe: 


Co = f(ay, En E 

Y d ( EL df(e 2.7 72.0: 

a A -| fi gm u “ger ( 4 | 

an Le 09; 1), ler ein) 
a da, Car BI: 
G,=fl— 0, a) 
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und 
G=fley, — @;) ) 
ee + df(@';. een ) | 
5 | N 
j G ’ j Fe (18) 
0 = (Fr FU af— afl— ds; a 
2 de‘, da’, 
0; = f(— a9, 07) 
wo 


fa) — (p — Yya)a?y + Apapzay? — Epzy?. - (19) 


Mittelst der drei Wurzeln aus (15) oder aus (16) könnten 
nun %,, Ya, Y; algebraisch bestimmt werden. Die Gleichungen 
(15) geben uns nämlich nicht nur: 


(193) = — la — 22) Mar — &:)?[(&o = nr ee a 
sondern auch 

R ; S E 1% . „\2 
nd ray +il— Oyy: zd+3y +4 DAR 

3 2 & 2 21? 
= — 2a, — 2% )’(&3 — 25) (20 2 #4 

und 

5 SEE 1 ie 
ll — Day + + Hy)Ay, — „id = nr )y3)\| 


— — 42, — 23)(8, — re ee u 


als Wurzel. 
Ebenso giebt die Gleichung (16) die Wurzeln: 


+y)= 2(2, — 2)! — 12(2, — 2) (2, — 2) 2 
a 
(A+9yı+(d— 9)%; Siyz + a + u) we DAN 
= 2:0, — 21)? — 1202, — 21)’(@2 — 23)? + 2(0, — 23) 


') Die Gleichung (4) unter binärer Form. 
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r . [0 mr2 1f 2 1 . & > z 
(a ++ + + 
= Ua, — 23)? — 120 — a)2, — 21)? + X, — 2)" ) 
Indessen will ich in dem Folgenden eine andere Methode 
anwenden um aus der Resolvente (15) oder auch aus (16) y,. 


Ya, Y, darzustellen. 
Zuerst erhalten wir aus (8) und (5) unmittelbar 


und er a ih, 
? 
ee) 
Ferner erhält man aus 


BE alyi +y) + 
1.3» (y? +4 :)? + 
a;\Y, Y35 04 


2 2 
7 a ee 9 
2 ae agrn 471 2 
Bel) TER are za 
2 03 1 0 
oder: 
2 
sd „3%, — 01 
re 9; HN 
Os, 0 


Da 27 die Wurzel einer Gleichung dritten Grades ist, mit 
Coefficienten, die in 5, 93, Y, rational sind, kann man also 
immer: 


- 


ERROR BE. (21) 


!) Ich bin darauf aufmerksam gemacht worden, dass ich in »En metod 
för upplösningen af likheter af fjerde graden» Acta Societatis Scient. 
Fennicae Tom XII Pag. 657 einen Fehler begangen habe, indem 
die Wurzeln der Gleichung (9) Pag. 656 nicht 


et ey 
Ef, + Yyı, +% Yz 
sondern 


+9, + U +, +19), + (a —dyı ++ 0Y;) 


sind. 

Die beiden hieraus hergeleiteten Gleichungen in Pag. 657 müssen 
also eine andere Form erhalten. Irgend eine weitere Einwirkung auf 
die Resultate hat dieses aber nicht. 
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schreiben, wo &, €, &% ebenso in 5, 3, $, rational sind, 
und wir erhalten: 
Ct, = GR) 
Cy — Cylg = GR| 
Cy&y — 5 + Pt = OK | 
— (9, + 95, = CK) 


Hieraus erhält man, wenn wir: 


D_ üe| > (22) 
Opera] 
setzen, 
und 
Fa ,y) = Ga? + Gary + Caay? + ae) (23) 
a: 
— : 2 a 24 
s F(a, , a) j ee 
RER 00, 22 
er (os > FI 3 )] 
N 6, +00 2 
a Dip; | 2 (25) 
| 2 a; 2 
(6, + 01p,) = Ho 9; | 


Auf eine ganz gleiche Weise können wir y} bestimmen, 
als eine ganze Function vom zweiten Grade in Hinsicht auf 
die Wurzel der Resolvente (16), deren Coeflicienten in @s, 3, 
f, rational sind, und bekommen hierdurch 


Wenn Tee, Ft Ca. Seo (26) 
4 &@1@s 97 
N= a et (27) 
F(&2,y)= C,8 + 01229 + Caay? + CP) Sa 


') Die Gleichung (15) unter binärer Form. 


?) Wäre F(e,,a,)=0, so hätte man z) =. 
+ 


3) Die Gleichung (16) unter binärer Form. 
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'2 


Y ü&, 
ee ea Wangen Flat, 0 ee D’: ')| 
= Do: 
RT N { 
Kata Abe. aralar (29) 
Ka BEE a en 


F(a's ) au ; 


2) 
ER g %) 


vr DIE" 
@s(lca RS a1P;) F (os ar 

Wir haben also y, und y, als eine vierte Wurzel und y, 
als eine Quadratwurzel aus einer ganzen rationalen Function 
einer beliebigen von den Wurzeln der Resolvente (15) oder 
der Resolvente (16) dargestellt. Man muss hierbei bemerken, 
dass wenn z, sein Zeichen ändert, y, in y, übergeht. 

Es ist also nur noch übrig zu untersuchen, welche von 
den erhaltenen Werthen von y,, %, y, man zusammenstellen 
muss, um wirklich die Wurzeln der Gleichung zu erhalten. 

Aus 


Int (2,+ a 2kye,z +62 RR En E (2, — 2, 


ER 1,94 3 


oder 


in =yYyti ee (2, +2) Hi aVee? +, te, +6,25, +cC, nn) (.— 2 
a a 


ergibt sich, dass nachdem y, einmal festgestellt ist, y, und %, 
eindeutig bestimmt sind; aber dass es für die Darstellung 
von y, willkührlich ist, welche von den vierten Wurzeln man 
wählt, oder welche von den Wurzeln der Resolvente für die 
Darstellung derselben zu Grunde gelegt wird. Ebenso gilt 
es in Roh von %3, dass einem gewissen der Werthe von 
Y, eindeutig bestimmte Werthe von y, und %, entsprechen, 


a’, 


) Wäre F,(ae’,,a’‘,)=0, so hätte man , — = 
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während %, willkührlich gewählt werden kann unter den 
Werthen, die diese Grösse überhaupt annehmen kann. 
Ist dagegen y, gegeben, so entsprechen diesem Werthe 
von’y, zwei Werthe von y, und also auch zwei Werthe von 
Y3, welche, mit einander und mit diesem Werthe von 9%, 
‘ zusammengestellt, zwei Wurzeln für die Gleichung des vierten 


(Grades geben. 


Zuzammenstellung obiger Formeln. 
Ks 
U@-m)=rt— he + hr — pe + = 0 
el) 


=, — Sr | 
G=2h- Gılat Ala N 
| 


= Nr eht it 


= — (dp;pr + 9, +6pp;)) 
= @p;(4p3pa + 93) | 
ne | 


,—4y, 


a, =4p, — 85942 — 499; ) 
ed, =p;(1yı — 39;) | 
ey 89; | 
) 


a,=— 96; 


ne a nn TEE rn U er 


a Sir nk ne 


pr > Sr 


en 7 ee 
— 1 
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- 


G2+G:+rGR+G,=0 


C —=fla,, — 0;) 
= (Henn, c „ dflos, — 05) 0) 


das de, 
df(— &, & df(— ao, & 
G=—| Zi ee BR ft Te u) 


0, = f— 9, 0) 


fa ,y)= 2? — (p — Ya)ay + Ip pzay? — 4psy? 


1 
10 a 
1% 2 1 
a2 + | 
gta &ı&92| 
ar x. 
Ugly [84 09 
in EL 
| a3; | | &3%a 
T=n | 0, | 
Be 


Fa ,y)= Ce? + Ga?y + Oaay? + Ozy? 


ge no Fe a 
LE VERLOR + 040, 
NER as, 4) ar | 
Be 53 
&o (Ca Nr p,)= Bee RR Ps) 


E01, 
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II. 
Co + 022 + O2 + Oz, =0 


C =fl(a';, 7085) 
„(Me —en),, ‚He, eidg) 
das R 


da’, 


Palin: df — a, a) 9,0), AN Auch), 
OA Ba de‘, a3 + de’, N 


0; =f— ag; a',) 


Kay) = 2? — (p} — Y1)02y + 4yapz2y? — 493y? 


! 
| 0109 1092 

! ! 
En 3% a fg 
19 z | 7 
Og‘'z &ı1&9 
30‘, 40 

74 
304 


Fa, )=C,e + Cey + Caay’ + OR 


ER al, | 

“o 
2 in ER 
an F (ey, 0 By 


a? 
aslc, + kp) E 4 BERN in 
(€ ı$ 3 F(e's, ,) P 3 


ET ut Fo 
a a ea Tr 1 
dr —Yyt ae +2) + Ve’ 2? + 2, +c, + ul — 
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